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Een d 1rec te me th ode voor het bw~)a len van c 1.e;0rnrna i>clcn en eigenvec toren 
De eigenwaarden van een viet"kantc ,natr>ix A z:LJn de wortels van de 
karakteristicke ver;.::;eliJking det(A- A I) == O. D.tt is een vergelijkin1.s 
van de graad n in~, als n de ordc van A is. De cotiffici~nten van 
deze vergelJ.Jlcing zijn sommen van subdeterminanten van A en kunnen 
volgens een direct~,d.w.z. nict-iteraticve, m0thode berekend warden. 
Heeft men de cocfficiE:intcn berclcencl, dan zou men de wortels x.1 
m.b.v. een of ander iteratief ~roces kunnen bcpalen. De eigenkolom-
men x1 kan men daarna vindcn door het oplosscn der homogenc lineaire 
stelsels (A-AiI)x1 = O. 
Deze theoretisch voor de hand ligt;ende methode is numeriel<: gezien 
zeer inefficient. De wortels van een n-de graadsvergelijking kunnen 
namelijk zeer gevoelig zijn voor kleine afwiJlnngen in de coeffi-
cienten. 
Een niet-defecte matrix A heeft n lineair onafhankclijke eigenkolom-
men; deze vormen samen een niet-singulier,: vierkante matl'.'lX 
X = ( x .. ), 1\/aa rbiJ x, , = ,j-de element van de i-de eigenlrnlom. Deze J.J lJ 
matrix X transformeert matrix A in de cHagonale vorm /\, d.w.z. 
-1 X AX=/\, uaarbi..i de diagonale elementen van A de eigenwaarden van 
A zijn. 
Als A ecn reele symmetr1.sche matrix 1s, dan heeft A altijd n lineair 
onafhanlcel:LJlce eigenvectoren en \an dus stcecls :Ln diagonale vorm 
getransformeerd warden. De matrix Xis dan orthogonaal, d.w.z.: 
x-1 = XT. 
Er zijn diverse numerieke methoden ter bcpaling van eigenwaarden en 
-vectoren (U. Givens [6] , [7 J , C. Lanczos [0 ]) , die gebaseerd zijn 
op transformatie van de matrix in ccn t1~ipel cliagonale matrix (d.w.z. 
a 1 j = 0 als li-j I > 1) m.b.v. een direct rekenproces,gevolgd door 
een 1teratieve bepaling van de eigcmiaarden. A.S. Householder (5) 
en J.H. Wilkinson [1] hebben een zeer practische methode aangege-
ven om een symmetrische matrix in een tr1pel diagonale vorm te 
transformeren. Daarvoo•r worden orthogonale symmetrische matrices 
gebruikt van de vorm 
p 
r 
waarbij wr een genormeerde kolomvector is (d.w.z. wrT wr = 1)J 
waarvan de eerste r-1 elementen O ziJn, m.a.w. 
T 
wr = (o, ... ,O,w , .... w ). rr , rn 
De vector wr moet genormeerd zijn om tc zorgen 
is. 
dat P orthogonaal 1ri 
Uitgaande van de symmetrischc matcix A( 1 ) == A warden achter-
eenvolgens geconstrueerd matrices A(r) = PrA(r- 1 )pr (r=2(1)n-1), 
zodanig, dat in de (r-'1)-ste ri.j c,ri 1rnlom de g;e11enste nullen ont-
staan. 
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De eerste r-2 :.•ijen en !{olommen (dus met name de reeds verkregen 
nullen) en bovend ien het element ar _ ,1, r- 1 word en door "oor- en na-
vermenigvuld iging met P niet gewijzigd. De vector w wordt nu z6 
r r 
gekozen, dat de elementen a 1 +1 , ... ,a 1 in O overgaan. Omdat r- , r r- , n 
de eerste r-1 elernenten van 11J geliJlc aan O zijn, bl:Ljft de (r-1)-
r 
ste rij ongewijzigd bi;] liriksvermen1c;vuldiging met Pr. Voor de be-
paling van w hoeven we 
r 
vermenigvuldiging met P 
r 
A(r-1)p = A(r-1) 
r 
dus slechts naar het effect van de rechts-
te !{ijken. 
2A ( r- 'l ) w w T 
r r 
als p 
= A(r-1) - 2p 
= A ( r-1 \,v 
r. 
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De eerste r-2 elementen van p zijn O, m.a.w. 
T 
P = (o,. · .,O,pr-1J• · ·•Pn). 
Om nullen te krijeen op de (r-1)-sto riJ moet ~r blijkbaar voldoen 
aan 
a 1 . - 2p 1v1 . = O r- > J r-· r J ( J = r+ 1 ( "i ) n) . 
Samen met de eis w Tw = 1 zijn dit n-r+1 vergelijkingen met n-r+1 
r r 
onbekenden, c11.e de elementcm van vector- v1 1.., bijna eenduidig vast-
leggen. 
Wegens de orthogonaliteit van P is de som der quadraten der ele-
r 
menten in elke riJ van A invari8nt; zodat moet gelden: 
( 2) J /I - 2p ,1 w - ± VS, c- 1,r r- er -
2 2 1r.Jaarbij S = ar- 1 .,r + ... + arn 
Vermenigvuld igen we ( 1) met wrJ· en 
'r 
(2) met vv en sommeren we., dan 
rr 
volgt wegens w w = 1: 
r r 
Pr-1 = + wrr· ,;s 
Dus: 2 w = rr c\· ( 1 + a / VS ) "- r-1, r 
w 
rj = + a ,1 . / ( 2w VS) r- -' J rr (j=r+1(1)n). 
2 Om het wegvallen van cijfers bij de vorming van \'I te vermijden, 
rr 
kiezen we de volgende oplossing: 
lar-·1,rl /VS) 
sign(a ,1 )/(2w VS) 
r- 1.,r rr 
De nieuwe waarde van a 1 wordt dan r- , r 
b = - sign ( a ,1 ) Vs. 
r-1 r-1,r 
Rest ons nog te bepalen hoc hierbij de submatrix 
getransformeerd 
p A(r-.1)p 
r r 
wordt. We hebben 
= (I-2w w T)A(r- 1 )(I-2w w T) 
r r r r 
= A(r- 1 )-2W qT-2q w T, 
r r 
(j=r+1('1)n). 
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1 1 ~ } 1~tillr1t::!"l t\1ordc;n bc;..\1el<end ~i1et ,1e r-i;:;c t(rrnc-formu1e: 
van 
( i > 1) 
met '..le te-~·.t.:1waardcn r .. .., 'i en f.f/\.) .,.c\--u.,1 • ,.,,~• () ~ i \ , 
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Je nevendiGgonaal van de sy~nctr·ische tripel diagonale 
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.L 
de rij functi~s f 1 (1~0(1)n) een St1Jrm-riJ_ het uantal eigenwaarden 
S grcter dan a is het nantnl tclwrn-nsselinr:;en in de 
., f' l',~) t~ '")"'''Lt,·,,"/,:,) 
: , .t.. ,..•, CJ :, ,:i ,i, 4 ~1 .1. "'"" \,_ C / J l'.1 .. ,., 0 l. .•. 1 \ 0 J lj I 
f 0~ de nulpunten van elke veel-
"'e »">"""1 """ I \.. ") '7 ·1' ·• """' l,, , l. 1 l .L .• : \ i',. ~~ _.._, d ; l 
.L 
verschillend en ~orden [•?~cheiden door de nulpunten 
van f 1 ,1(;,). 
~- I 
Deze rs te ll:u1?; :ni::8 kt hct r:10ge lJ. j k de e igemiaa rc;en van S op eenvoudige 
w'Jij ze en zeer• nam~lu:ur .Lg te bepa len. 
Je bij een eigenwaarde x. behorende eirenvector v van S wordt be-
. l - l 
paalc! door oplossing van het homogene lineaire stelsel (s-~1r)v1=0. 
De bijbehorende eigenvector x 1 van A is dan 
J.. 
Komen er 1n de nevendiagonaal van S nullen voor, dari kan men de 
matrix S verdelen in submatrices, d1e a:)art behandeld kunnen wor-den. 
Volgens bovengenoemde stelllng moet dit optreden.,, als S meervoudige 
-5-
eigenwaarden heeft. Zo 1 n meervoudigc oigenwaarde is dan enkelvoudige 
eigenwaarde van verschillende submatricas en de daarbij gevonden 
eigenvectoren staan loodrecht orJ ellcaar. 
De transformatie van Houscholder-iJilkinson., toegepast op asymme-
tr•ische matrices, leicJt tot Go zgn. Hcssenbcrg-vorm of bijna-
driehoe~rnvorm. d.w.z. cl = 0 voor J. > 1VI. De vectoren w warden 
' lJ r 
gekozen als boven om nullcn in de (r-1)-stc riJ tc verkrijgen, maar 
omdat de matrix asymmetrisch 1s, ontstaan era geen nullen in de 
overeenkomstige lcolommen. De bopaling van de eigenwaarden 110rdt in 
dit geval gecompliceerder; met name omdat oolc niet-recle eigenwaar-
den kunnen optreden. 
,.. 
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